编者 的 话 


数学 课 个 读物 对 于 帮助 学 生 学 好 数学 ， 扩 大 他 拉 的 数学 
知识 领域 , 是 很 有 好 处 的 . 近年 来 , 越 来 越 儿 的 中 学 学 生 和 教 
Bi, 部 追 切 戎 望 出 版 更 多 的 适 售 中 学 生 疼 读 的 通俗 数学 读物 . 
我 们 约请 一 些 数学 工作 者 , 编 了 这 套 ЕР ЖАЗ”, 陆续 分 册 
出 版 , 来 适应 这 个 要 求 . . 

这 春 书 打算 介绍 一 些 课外 的 数学 知识 ， 以 扩大 学 全 的 知 
识 领域 , 加 深 对 数学 基础 知识 的 掌握 , 引导 学 生 独 立 思 考 ， 理 
论 联 系 实际 . 

这 是 我 们 的 初步 想法 和 尝试 ， 热 切 地 和 希望 数学 工作 者 和 
读者 对 我 们 的 工作 提出 宝贵 的 意见 和 建议 ， 吏 希望 数学 工作 
者 为 中 学 生 写 出 更 凶 更 好 的 数学 课外 读物 . 

| 北京 市 数学 会 
1962 # + H 


Е 次 


一 ”代数 对 称 一 一 对 称 多 项 式 和 推广 
1, 一 元 一 次 方程 的 模 的 对 称 字 项 式 t 6) 2. 一 元 次 方程 的 根 的 对 
称 多 项 式 K8 ) 
ШООДАЙ [ЙД Өө Ө анн (14) 
LAPEER) 2. 空 关中 的 对 称 (15) злЕ ЕЙ 
ЖА(17) 4. 正 多 面体 的 对 称 (22) s.i, mi Et ft, К (30) 


р Ер} r (OW аа Б) 


写 在 前 面 


对 称 , 照 宇 而 来 计 , 就 是 两 个 东西 相对 而 又 相称 (或 者 襄 
相仿 , 相 鱼 }。 央 此 ,把 这 两 个 东西 对 换 一 下 ,好 像 油 有 动 过 一 

对 称 的 浆 念 ,可 以 谣 和 近世 代数 学 中 “ 烙 ” 的 概念 是 分 不 
开 的 。 当 的 , 群 的 一 般 抽 象 定义 一 直到 上 世 鬼 来 才 完 全 确立 ， 
就 是 比较 具体 而 特殊 的 “排列 群 " 的 定义 ,也 只 不 过 早 有 了 区 
十 年 光景 ;而 对 称 的 构 念 , 林 其 是 多 何方 面 对 称 的 概念 , 却 是 
ЖН Га. 实际 上 ,在 建筑 识 放 方面 ,在 衣物 装饰 方面 ， 
对 称 的 概念 一 度 超 着 重要 的 作用 。 自然 界 中 ,矿物 粘 曲 体 显 
示 出 对 称 。 人 的 身体 的 外 形 , 也 是 左右 对 称 的 。 

这 本 小 册子 ,主要 是 向 大家 介 契 有 关 对 称 的 数学 , 先 屁 和 代 
数 对 称 ! 再 内 风 何 对 称 ,包括 对 于 莹 饰 和 精 晶 体 的 应 用 :最 后 
НЕЕ. 通过 这 些 丙 容 ,还 逢 望 能 够 帮助 大 家 了 解 : 数 
学 理论 是 由 具体 实际 中 抽象 出 来 的 ,而 久 有 县 体 实际 的 应用. 
一 方面 ,数学 理论 有 高 度 的 抽象 性 , 它 往往 把 一 些 表面 上 看 来 
好 像 没 有 什么 美 系 的 东西 从 量 的 侧面 很 紧密 地 联系 和 和 统一 起 
来 。 另 一 方面 ,数学 理论 有 广泛 的 实际 应 用 , 它 往 往 可 以 应 用 
到 极其 广泛 而 不 同 的 方面 去 ， 


- ЖАЛ ЖАҚ ЛЕ 


E， 一 元 二 坎 方 程 的 根 的 对 称 多 项 式 


а, b, 都 是 实数 , 而且 ato, 又 假设 % 是 未 知 数 
〈 变 教 或 文字 ) ME s HRA 


паз -+ by + ó= 0 (12 
的 两 个 根 是 ` 
bv 
1 一 二 
2а 
—. (2) 
和 mV ds, 


2ч 

依照 判别 式 b2—4ae220 EPRA, 两 根 z, zo 或 是 不 相 
等 的 两 个 实数 ,或 是 相等 的 两 个 实数 ,或 是 共 辊 的 两 个 复数 ，。 

З, Ы а(0), 6,0 是 任何 复数 ，w1,ma DRAE 

程 (1) 的 两 个 模 ( 因 为 把 它们 代 进 ax? + Bx 十 6 就 得 0) ,而 且 也 


是 复数 ,这 是 因为 在 何 复数 《如 可 一 440) 的 平方 根 还 是 复数 . 
WAE BE ағы 是 个 复数 ,这 里 a Яо ЖЖ, ЕТИН: 
G+ bi = p (соё + ising), 
p= + A aš b2, вем 2. (3) 
ИМЕЙ (Бе Моізта) до, Ж: 
Матем (cos ып 2), 
#+2ж 


和 vp (сов — +š sin 2-а) 


一 -Ap (cos Ept sin £) (4) 


其 中 e RERE. 
我 们 也 可 以 换 一 个 方法 来 做 ， 服 二 


малыс! (5) 
Hp e $ü Ф ША. Ж 
下 十 下 = (е+ t= dI) + pedi, (589 
KA 62-12-20, 244-8 (7) 
由 此 Ca AT 
= (i iyi (дой )® = asp bs, (8) 
В са «ааа, 
2 (83 


тела ла +, 


“жй, 4 ЯГНН o ЖОЕ AARET, 2045, СТВО). ЗРНА 
定 了 的 两 个 c+ di ЯНА ағы, жая а-ы АЕ. 
"ӘЛ СУМЕН, 一 元 二 区 方程 的 两 个 根 有 如 
ОЕ: 
=, min =. ao 
жасқа 和 wits НЕЕ ,把 2 和 如 对 换 , 桔 果 仍 然 不 变 。 
因为 


b 
ті + m; 一 一 一 


ЖА m m, mmm, (11) 
Ажо р z, 和 w, 的 和 多项式 叫 做 对 称 条 项 式 , 例如 
titei, арта + ту SE H Е TE ЖЕ mi — zs ЖЖ. таз 和 
түла 中 做 初等 对 称 多 项 式 。 可 以 证 明 , 凡 是 mm 和 та 的 对 称 
多 项 式 都 可 以 用 这 两 个 初等 对 称 多 项 式 表 出 来 。 情 如 { 这 不 
是 证 明 1); 


52 Oge 


а а= (x, Haea) аа … = ) 
бс (19) 
4) 


mie + mwa — aele + “= 一 


2 一 元 ?次 方程 的 根 的 对 称 多 项 式 


ЭВЕС А RU, B n Е, ХБ 
ааа АЕ ЖЖҚ, Н. 六 0 ЕҢ — эв 次 方程 
арх" a t 1. at= 0. (18): 
ЖК ЕЖ ЕНЕ, 这 样 的 方程 有 % 个 根 , BÚ 
是 复数 , 假设 就 是 mi, ma з, wn， 其 中 可 以 有 相间 的 ， 根据 因 
子 定理 , 应 有 | u 
Gor + om ls) (14) 
这 个 电 要 定理 的 证 明 方法 是 很 多 的 ， 最 党 一 个 证 明 是 德 
HAW Gauss) H 1799 年 作出 的 , 她 还 作出 了 另外 三 个 证 明 . 
各 个 证 明 有 的 用 初等 数学 方法 但 是 比较 长 ， 有 的 用 高 等 数学 
Жасан ЖЛЕ НЕЙ ИЕ), 只 有 有 几 行 , 不 过 无 论 如 何 都 要 用 到 
МЕРИ ЕЛА, 即 多 项 式 moet taw TH a А ж НЕЕ. 
这 就 是 说 ， 当 x ИЕЛЕ ШЫН АНЫН, сол" + a 
十 gr 的 值 也 变动 得 很 小 中 . 
这 是 一 种 存在 定理 , 只 是 说 有 , 但 是 没有 锐 怎样 求 ， 对 于 


Ф ЭТСЕН МИА, р ERA А АСБ ЗН УСА B: 
ЖЕРГ КЕЕ РАДЕ, 1960 EARTE -— 041 287-294 Н. 
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3 一 全 和 二 的 情形 , 求 根 有 一 般 的 公式 加 ， 当 #5 НОВ, Ж 
根 没有 像 二 次 那样 一 般 的 公式 ， 求 出 实数 根 的 近似 值 (Hun 
正确 值 相 接近 的 值 ) 的 一 般 方 洁 ,尤其 是 当 do а, …，a#a 都 是 
实数 的 情形 , 是 我 国 南 末 率 九 部 在 1247 年 首先 作出 的 ， 比 英 
EE 313 Horner) 的 发 现 (1819 年 ) 要 时 得 多， 对 于 复数 根 的 
ЖЕ, ШЫ DK RE 3 (Лобочевский) 作出 的 《1834 
e, 
和 二 次 的 情形 租 仿 , 韦 二 公式 给 出 : 


а 
ærter H Бар —-®, 
бо 


wywat Аа i 十 Tera = (15) 


тжалаһтфивчашанайата һа шу 


Жайы (e, 
а. 


Ф ertet аы, mgt Балаа Бата e Heint 
аа-а бе, йе uaz 敬 这 样 多项式， 不 论 我 们 把 哪 两 个 根 
m 1а 03-52) 对 换 一 下 ， 因 之 也 就 是 不 论 我 们 对 于 ән, ж, 
өз zw 作 怎 样 的 排列 (因为 任何 的 排列 都 可 以 用 两 个 根 >, 和 
ж; 对 换 的 办 法 经 过 几 次 对 搁 得 来 ) 都 不 变动 ， 所 以 就 叫做 
Pi Ey pda 的 对 称 和 多项式 ， 它 们 也 放 做 初等 对 称 多 项 式 ， 因 
为 根 的 任 一 个 对 称 多 项 式 都 可 以 用 这 些 初 黎 对 称 多 项 式 的 多 


D ATZA, ЖЛЕ, РЖЕЖАаАЙННҢ < 高 等 代数 > 第 
295-304 H. 


D Эе ЕЕЕ, ЯН «Бы 318-320 R, 
| 9 


项 式 表 示 出 来 ， 这 就 是 所 谓 对 称 多 项 式 的 基本 定理 ， 我 们 在 
这 里 下 走 证 明 ， 只 提 一 下 ， 有 一 种 证 明 是 利用 所 谓 字 典 排列 
А, MAER 假定 有 两 分 项 mira еі ерер екі, 依次 
ШТЕТИ әл, zo zz 的 指数 ， 如 果 第 一 个 不 是 0 的 
Ж hom 是 正 数 , 我 们 就 说 第 一 项 是 在 第 二 硕 的 前 面 ， 销 如 
адал 就 在 айлағала 的 前 面 , 因为 әл ЗЕ Ж2ЕД 6 一 6 一 0， 而 2 
的 指数 差 是 3 一 2=1®. 

我 们 现在 证 时 一 个 比较 简单 的 情形 , 就 是 牛顿 《Newton) 
公式 , 也 就 是 来 证 明 ， 

вв= жу +z + e tak СР ЖЕ) (16) 

都 可 以 用 这 些 初 等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 表 出来， 这 里 符 导 ss 
表示 аң, ra ла Б ОР, 

我 们 鞠 看 一 看 % 一 2 的 情形 ， 为 了 简单 起 见 ， 可 以 假设 
a=1, 那样 就 有 


xt br e = (ж—х,)(ж— в). . (1%) 
我 们 已 有 s= Баас Б, 00а 0. (18) 
ЕСЕ; att ba, + o= 0, 224-605 00, (19) 


T T, 


Жіп, 得 :~ 
| з. Ба, T 2e =: 0, 


中 X Teh ж н) Ж OE SRB sai, ТИЯ ЖЕ IN ЖаН 
а э 268-275 H, 
10 


或 


За = — Вв 2e = 02—26, 


因为 а% bx? + om=0, m+ brit ezs=0, 
相 加 ,得 ， 
3p + два + 681-0, 
ж s= — Ве ta = — ӨЗ 5386, 
[н] ЕЕ 84 + bag + бза Ü, 
或 sa— bt —4b%a + 20%, 
Eo + bg, + бат, 
= 8 = — В + 5086—5002. 


(20) 


(21) 


(22) 


(28) 


(24) 


ХЕ з Л, ЯТ НІНІ. 下 面 我 们 引 


进 符 导 之 ,例如 用 Ха Ж 


gl -3 -1 
wo Tat ee tapte, + Ey -p oe 


аі, t ee 十 ag le, е H айт, 1. 


Жі”, ОҢ 


ІЛЕТСТЕНГК c +m) =a, + ы 77 


8, e (01231-00108 + ve + Eaa) = > zy lo + Хай-Зжұғ;, (25) 


wasa ака лы ст ктт юы жа кла жет 


— —iti ` mi 
в (ata ту + се) = Дш teate 2 d Bep teg Шү, 
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wawas кей яле тт +в з= тт ипе 


в (аа Б) = By 
以 一 1, +1, 一 1,… 依 次 乘 各 式 , 然 后 加 起 来 ,就 得 到 ， 
一 8 的 I T Ba tH Б.) + Epal ENa + 20% +. 二 
++ + (— 1)#Uls (тұтана у +) 
= g H (—1)” А УЬ, 
或 
86а 1601 а ә t En) Ч 8 а Eng H Lala H te H Baita) 
++ ( —1)F ls (жүт aI +++) 
+ С 0) (лао) = 0, 


或 Ap + @дбь_у-_ (43 t s= + EQ p= Ü. (26) 
Ж >", PROS) H ДЕЛУ —Җ КУ Ж 

Sun (тұтас To) = Б ү "tl Шу зө» 0%, (27) 
从 而 得 到 


一 
Fs) = 0 
或 Basr TBE 1 Фейк a t +" + G.S = O. (28) 


хр ёсь, ра PL UH Р 


0= 26% (аъ q Uli +++ +a, 


=a mt Бр 66 + а, ад (оо) 
而 得 到 (28)， 利 用 (26) 和 (C28) Ж Ж. ё=1 开始 ,可 以 人 
KIE зь RH me aas 的 多 项 式 。 
12 


我 们 还 可 以 作 一 些 推广 . 

уу н=3, ЖОН stert tg залаа Бооз, 20024-2 
AF46 ЕЛДА, АГАЕ оа Бла, ла. (wr 08) Cei ma) 
(ea та) ЛЕ, RATE AEA ЕБ ЮЕ: | 

а-а АЯ H vn ws ws 都 不 变 时 各 不 变 , 也 就 是 说 ,只 对 
sl 1 Tjere. 


mí “а mg. 


эе staf 1 L Js( 了 1 上 “Әже, 


a Ж Жа Жі Жа 
і z "2 


24 ty Ж 
me) me ee (| 1 2), 


Жі да Ж 
Шу Ят Шу і Жа #3 
(i r Гн a(i 1 же, 
Жа Та йа Га tı йе . 


RERA уз Me RN Ж ЭЕ » Ao 3cop Ayka ki hb s 
合 ， 它 们 之 中 任意 两 个 接 迷 实施 的 结果 仍然 是 原来 那些 排 
列 中 的 一 个 (这 叫做 群 )， 并 且 考 起 对 于 这 些 排列 来 讲 是 
不 变 的 或 者 对 称 的 多 项 式 、 这 种 想法 最 初 是 由 兴国 做 罗 华 
(Galois，1811-1832) 搞 清楚 的 ， 并 引导 着 他 彻底 解决 了 五 次 
和 五 次 以 上 的 一 般 廊 程 不 能 用 根 式 来 解 的 问题 ， 他 不 但 证 明 
了 ， 不 寡 在 求 根 的 一 般 公 式 ， 技 照 这 个 公式 从 一 般 方程 的 
ЖЖ ЩИ АРЕ}, ж, R, АЯ RE) 等 代数 运算 
就 能 得 到 要 {挪威 阿 信 和 人 尔 (Abal, 1802-1829) 也 解 次 了 这 
一 部 分 ); 而 且 也 证 明了 ， 存 在 着 不 能 用 代数 运算 来 解 的 具 
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yE, ЖИЕН T ЛЕЕНЕ ЖОЖ ЛЕТ ИЩ. 
RPR E— ATRAER ER]: n =A, mima Ty ma 
HT TAA AAE RERE 


„Er Жа Te 44 Ті Ta Жу Ха Шү бо Та 94 
(1 + 1 1), (1 + 4 4), (+ £ + 4), 
Ші Та Ty 74 Жа Жү Ха 24 Жі Ta Жу Ty 
Ші Та Ті Ty Ті Ча Ta 7, Жү Ta Ty Ты 
(L + 4 1), (3 1 44). (4 4 41 4), 
Ша Фу Жі Фа Ta Ті my Ts ms Пі 23 mi 

Ті Ëg Жу 07, 21 Та Tg 


(L 1 4 +), (L £ I D): 


Ea Xy mi m 


而 тұға-- тута 只 对 前 面 四 个 排列 的 群 不 变 ， 


= ЛХ 
1、 和 正面 上 的 对 称 


在 平面 上 ,我 们 可 以 考虑 对 于 -一 直 粮 的 对 称 ( 或 反射 ) 以 
及 对 于 一 点 的 对 称 ， . 
НА, ЕІ, ЖА 和 点 A ШРЕК, 


4 ЕЛІ НА Ж. 
ASLIFOÑ, 
АТ 站 МЕНЕН В A0=04'. 
| H A R A 的 作用 也 可 以 看 成 平 
2 | Б 面 在 空间 中 物 1 作 -地 的 旋转 
图 1 (或 翻转 ) ， 


14 


Ёз. А з. 
其 次 , 如 图 2, 点 4 和 点 АТОР О 是 对 称 的 ,或 
以 口 为 (2 葡 ) 对 称心 ,如 果 : 
ААО №, 
R. AO =0ОА'. 
南 4 到 水 的 作用 也 可 以 看 成 平面 粮 点 O 作 骂 上 -的 旅 坊 , 或 平 
а В О ж Ec + ЕТ t ta Н-3007 буы. 
我 们 可 以 进一步 来 考虑 对 于 一 个 画 坎 对 称心 的 对 称 ， 如 
图 3 点 4 А», +++, A. 1,4, ЛАД О урп ыу, ІЛЕ: 
DA =0OA,= = ОА, = OA,, 
B ZAGO4,= 24,04 = = ZA, ОА, / А„О Ау = З 
мА 14, Раша A O воде, 或 


2. 空间 中 的 对 称 


ТЕЕ Б] #Р ,我们 机 以 者 虑 对 于 一 平面 的 对 称 ( 或 反射 ,对 
于 一 点 的 对 称 以 及 对 于 一 直线 的 对 称 . 
首先 ,如 图 4, д АЯДА A 时 答对 于 平面 已 是 对 称 的 ， 
或 以 卫 为 对 称 曾 ,如果 ， 
35 


tA. , 
' ©; P „4 
1 ` t „^ 
% # 
` е” 
Li iS СЕ 
8777720 в” 
т B қу ` 
і t ,” r ` 
1 1 >. / ` 
| .. +, ^ 
ГЕЈ 4 n с 
El 4 ЕҢ 5. 
ААЪРТО Ж, 
H 40-04, 


其 次 ,如 图 5, 点 4 和 点 A 时 做 对 于 点 O 是 对 称 的 ,或 
У О лій, йй, 
АА ЗД О д, 
Н A0=04', 
再 次 ,如 图 6, 点 4 和 点 A РЕ 1 是 对 称 的 ,或 以 8 
为 (2 次) 对称 帆 , 如 果 。 
АА LITO д, 
H АО- 0, 
ш А #[ А” ИЕН ЕНЕ -Y уун, 
我 合 也 可 以 进一步 考虑 对 于 一 个 mm 次 对 称 畏 的 对 称 , 如 
图 7, 那 也 就 是 通过 直 太 站 的 平面 烽 1 来 作 -2 的 旋转 。 
我 全 注意 ,“ 对 于 一 点 的 对 称 " 可 以 看 成 由 “对 于 一 平面 的 
ре Р ТХИ АЖ, Дай АНЕ Т 
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йй. РА 8, À fn УМО, АЛП B ЖЕП P Ж, 
B 和 АЖЕ УК ЕЗІ ЕЛІН P T О. 


3. 正 多 边 形 的 对 称 


Жұ ЕНЕ ЕНБЕК СИЕ A К ta) ERE 
BF (或 酮 埋 } 把 自己 变换 到 自己 (或 者 襄 千 果 图 形 不 详 ) ,就 称 
为 对 于 这 个 朝 { 或 这 个 心 ) 对 称 ， 在 这 节 中 主要 来 考虑 正 多 这 
形 的 对 称 。 正 多 过 形 的 中 心 也 就 是 内 切 网 和 外 接 闻 的 中 心 ， 
CeO REE REZE ABOH 9 )， 
AB= ВО= CA, 
ZCAB= Z АВО = 一 BO4 =. Ж 
入 4BO 的 中 心口 是 一 个 3 次 对 称心 '。 | 
О4,0в.00 E 3 МК. А TN, 
FEA АВС 的 动作 兴 有 6 个， їн э, 
| +J СЫН О H 0°), 
аш. 


с 


F ОЗЫ 1207. 
Ой 240%; 
17 


xF O À $, 
80: 4 XFO DB, 


xF OCA. 
这 6 个 动作 对 于 3 个 顶点 4, B, O 的 作用 : 
ABC АВО АВО 
“АРШУ Ы» “Ир 
ABC ABC ABC 
“(4 elii) СҮ) 
EPERE 3 个 文字 的 6 个 排列 。 


СОН ЕУЖАВОР 

СЕН 10), 
Ав-ВС-Ср- DA, 
ZDAB= Z ABO 

= “pop = Zzopa =s, 

DABO D 的 中 心 O 是 4 次 对 
Fow. 

图 10. ОА сап 46) ,Ов( BD) ,OR 

(Œ ЕӨ),ОР (È РН). (Е,Р,Ө,Н Ж АВ,ВО, 
CD, DA 各 边 的 中 点 .) 

不 变 正方 形 的 动作 共有 8 个 ， 
ЖОИЕ O g o°), 
8 O àg эо", 
ЖЗ ОШ 180°, 
# Өш 2709; 


4 0, 
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对 AC BB, 


对 ВІ, 
4: Еб 翻 ， 
xq FHH. 
这 8 个 动作 对 主 4 个 顶点 的 作用 ， 
ARCOD авср 
h=(1144) (ШУ 
ABD ABCD 
к ЖЫ б«р 
анер анар 
„(к ъ= ИУ 
авер апер 
һы "(Gik 
Ф a УР 24 个 排列 中 的 8 个。 
三) 一 般 地 , 3 PPE ЈЕ > iu 2 (mn > 3 整数) (图 11)， 
А, А» == A,A =. = A, A. = 4,41, 
ZAA. Ay= +5 
= Z A,._,. A,A, 一 Z A,A, A; 
=Э—® 180°, 


О ЖЕРЛЕ АНУ rh 
心 - Bi Ж Ау А. BJ Pa, e, B, 
№ А, А, 的 中 心 。 

mm ЖАҢА, ВП n = 3,5, 
-- 8. 
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O E: n КК. 
OA, Oda OAs (种 通过 对 边 的 中 心 )} 是 对 称 由 ， 
ЖАБ A, A, --- An 正 %% 边 形 的 动作 共有 2% 个， 
n pipt O qa i e 30-(j=0,1,2,…" ,ъ— 1), 

R С1, Oan **, On. 

n fH ОА, (Ф=1,2,++,%), 
БҰЛ) Оһ». Orra tt эл. 

Ke 2n AIERT a PEHA Ai, As, == , A, BERE n КЖ 
FERRA ni=1-2 …% 个 排列 中 的 27 个 、 

ж ДАУА, ЕЙ 7%--4, 6, 时: 

О Ет 次 的 对 称心 

ОА), O As, +, O4:( 各 通过 对 顶点 ) ОВ, O Ba, ~, 


Ов, Сананы АГА. 
PE А, Аа An, E z+ ARDERE 2% 个， 
п O i SEGi = 0,1,2,-", п-1), 
025 С1,Оз, … ,On. 
n f: РОА, ЯТ OR Ш(%4-1,2,--,2), 
ЖО Caris Олжа, s Oane 
Жа ARMERT » AAA А,, As, ++, 4, ЕМЕ w АУ 
PERH n=l. 2-66 AV HES Ву оъ. 
注意 ; 接 束 实施 两 个 使 正 多 边 形 不 变 和 的 动作 , 精 果 仍 提 是 
一 个 使 正 多 边 形 不 变 的 动作 ,因此 所 有 这 一 些 动 作 的 集合 ,对 
于 接连 实施 这 个 运算 来 误 , 外 做 号 封闭 的 ，C (不 动 的 动作 ， 
20 


НИО ВОТ НЕН Ж ЕН. ЖЕН ӘНМЕН 
有 个 送 动 作 ， 动 作 和 道 动作 接连 实施 结果 误 和 不 动 -一 样 ， 这 
F, RDA T EL ERRE GERE, Aa PH 
222198 

对 于 任意 的 正 整 数 ега, E в ЖЕЖ, ӨЗ ЖЕЛЕ Л 
ТЕЁ ЖЕЕ Ө И [ИЭ ЛЕЛ СЕЖАЯ ЖЕЙН) BN H ЖОЛАН, А 

ñ= Ора ери» 
ДАЛЫ s0 ЕЕ, p, ps, е, ӘӘ BU tB S, -і 
{(4<=1, 2, е, DIRE 2 BJ J ЖОЕ НАН Ж Ta 2 B Jy ҖЕ, ЖЛ 
说 ， 
р=1+92, 

其 中 a 20 是 整数 ， 式 中 pips p 也 可 以 一 个 都 不 出 现 ， 这 
是 由 高 斯 在 二 96 年 首先 证 明 的 。 ЖОН, э-8-1--27, 
4=99%, B=1+2% 6--9.8, 8=9%, 40 二 2.5， 199.8, 
15=8.5,16=2%,17=1-+-9Ё, Җи 9БТе= 1-4-9 等 时 可 以 画 , 而 
п=7,9,11,13,14,18 等 时 孝 不 可 以 画 . 注意 ,65,537 —1 + 22 E. 
A, miki (Leonhard Buler) 证 明 4,994,987,297 -<1--97Ж 
MAT 641( 怎 样 证 明 *)， 因 此 正 65, 587 进 形 可 以 用 圆规 和 
直 尺 来 画 , ИШЕ 4,294, 967, 297 ША НЕЕ К 
画 出 来 名 . 

四) 现在 还 补充 儿 点 。 

ж AABO 是 一 个 等 采 三 角形 【图 12) 而 不 是 一 个 正三 角 


一 -一 一 一 
Ф Зета АЕ НИН АРАА ТЕА, НКЕ ТА А «шш 
ъй 345-349 JX. 
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р 8 
0812. Ё 13. 8 14. 
1, 9 ШЕ 
Аб = ВО + АВ, 


ZCAB= г АВО Z AG B. 
ZE DR AREPA ЖЕ A АВО 不 变 的 动作 就 只 有 2 
个 ， 
ABC 
不 动 ,相当 于 (直上 站 
ABC 
АВО 
вор 翻转 ,相当 于 (1 | 1). 
ВАС 
Я A АВО 连 等 腰 都 不 是 (图 13) ШВ АВ, ВО, 
GA 中 没有 两 个 相等 , 那 来 使 入 4BO 不 动 的 动作 就 只 有 1 个 ， 
АВС 
不 动 ,相当 于 (上) 
ABC 
Enia ‚УК э ERRA НІНЕ. EKE 
ЖЕДЕЛ OA ,而 略 心 是 对 称心 (图 14) ,因此 使 图 不 变 
的 动作 有 无 限 多 个 ， 


4. 正和 凶 面 体 的 对 称 


关于 灾 间 中 国 形 的 对 称 问 题 ,这 里 主要 考虑 EZH. 
29 


ЖЕЛ, 正 多 面 钵 只 有 5 种。 我 们 在 这 里 先 赶 
骨 欧 拉 公 式 (1732 年 ) ,然后 利用 欧 拉 公 式 来 证 明 这 个 事实 ， 

(一 ) 欧 拉 公 式 !: 对 于 任意 多 画 体 ( 朗 务 画 都 是 平面 多 边 形 
HERA MGH, BERF, E Р 29137-14, ВЕСЕ), 
B (KIM) ЛКК. ЖЖ 

F- FE + V = 2. 

ЖЕЯЯ 如 图 15 《图 是 立方 体 , 但 让 明 是 一 般 的 ,是 “ 折 朴 ” 

的 ) ， 


《1》 把 多 面体 (图 中 中 ) 看 成 表 夯 是 薄 橡 皮 的 中 空 立体 . 

(2) 去掉 多 面体 的 一 个 于, 就 可 以 完全 近 开 铺 在 平面 上 
而 得 到 一 个 平面 中 的 下 如 形 , 像 图 中 国 的 样子 ， 假 前 Р”, E' 
ЖР 分别 表示 这 个 平面 图 形 的 (简单 ) 多 边 形 、 边 和 顶点 的 个 
数 ,我 们 只 须 就 明 FE + V=, 

(8) 对 于 这 个 平面 图 形 , 进 行 三 角形 分 制 ,也 就 是 珊 , 对 
于 还 不 是 三 角形 的 多 边 形 陆 术 引进 对 角 粮 ,一 直到 成 为 一 些 
三 角形 为 止 , 橡 图 中 国 的 样子 .。 АУЕ АТА, FAE 
各 增加 1 ,而 P APE, BA F E 二 广 示 变 。 因 此 当 完 
全 分 割 成 三 角形 的 时 修 , Р'— E И 的 值 仍然 演 有 变 。 有 
些 三 角形 有 一 边 或 两 边 在 平面 图 形 的 边界 上 . 

《4》 如 果 革 一 个 三 角形 有 一 边 在 边界 上 ,例如 图 吓 中 的 
AABO, 去 掉 这 个 三 角形 的 不 己 于 其 他 三 角形 的 边 , 即 40, 
这 样 也 就 去 掉 了 AABO. ЖЕРЕ & gÑ 3: 1 m Ж 
Ж.В E” E + Р! 也 没有 变 . 

(5) 如 果 基 一 个 三 角形 有 二 过 在 进 界 上 ,例如 图 国 中 的 
ADEF, Жох М ЖАСЫ АНЫ AHA, BB DF 
ЖЕР, 这样 也 就 去 掉 AD EF. KF MELE ШЭ, 

RE 1 AEF -E -+r 仍 汕 有 变 . 

(6) KAHADE, ERRATA A TE t, RA 
中 国 的 样子 。 这 时 F'=1, "3,073, Ak Р-и y'= 
1—3+3=1, | | 

(7) 因为 原来 图 形 是 过 在 一 超 的 ,中 则 引进 的 各 种 变化 
也 不 破坏 这 事实 ,因此 最 后 图 形 还 是 连 在 一 起 的 ,所 以 最 后 不 
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会 是 分 散在 见 处 的 几 个 三 角形 , 像 图 中 加 那样 
(8) 如 果 最 后 基 像 图 中国 的 样子 ， 我 们 可 以 去 挤 其 中 的 
一 个 三 角形 , 也 就 是 去 掉 工 个 半角 形 ，3 个 边 和 8 个 项 点， 内 
ЖЕ — B +Y 仍然 没有 变 ， I 
(二 ?我 们 现在 来 证 明 ， 最 多 只 有 5 个 正 多 面体 (图 16). 


РД 16, 


至 于 确 有 5 个 正 儿 面体 存在 , 那 是 早 就 知 遵 的 过 (希腊 纪元 前 
8-4 #1). АЛЕН. TUSA ЖЕН ЖІ 
(Steinhaus) Ж + ЛЕЛЕ >», 

证 明 对 于 正 多 面体 , {ЖШ ҚА ЛЕ п ШІ, ШІН. 
每 一 个 顶 角 处 有 * 个 边 相 过 ， 这 样 就 有 : | 


Ф «кел» ҖЫЛЫ, 中 国 青年 出 版 社 出 版 ， 
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m F = 2 Е, (1) 

r U =2E. (2) 
сома 2 ЕРІМЕН ЗІ ТЕ ЗЇ. Со УВО Ж 
# 2 是 因为 每 边 通 过 2 个 顶 角 把 C1) 和 (2) 代 大 欧 拉 公 式 
中 ,就 得 到 : 


或 lil. 1.1 L, (3) 
TAn >> 3, r > 3, 轩 为 多 边 形 至 少 有 三 边 ,而 在 每 项 角 
АҺ ЖР. {Н n> 3, 且 3 又 是 不 可 能 的 ,因为 那样 


就 要 有 +ү=-ү+-р=- н Е> 0。 所 以 和 中 至 少 
有 一 个 等 于 3 . 
itn = 3, Bkt- = 喜 ; 因 此 7= 8,4,5, BE Е= 6, 


12,30, 而 F= 4, 8, 20, 这 就 输出 了 正四 面体 ,正信 面体 和 正 
二 十 面体 。 


Шт 3k l — 4 = bp Wik n = 3,4,5, 由 是 


Е = 6,12,30,77 F = 4,6,12, 这 就 得 出 了 正四 面体 ,正六 面 
EUSE MEt Mtk. 证 完 . 

(三 ) 我 们 进一步 考虑 使 每 个 正 多 而 体 不 变 的 动作 (不 外 
托 空 间 中 对 于 平面 或 点 的 对 称 或 反射 ?， 首 先 所 有 正 多 面体 
都 有 1 个 (对 称 ) 中 心 , 也 就 是 内 切 球 或 外 接 球 的 中 心 . 一 个 动 
作 和 如 果 使 正 多 面体 不 变 , 就 出 趟 变 这 个 中 心 ,因而 就 是 一 个 糯 
这 个 中 心 的 旋转 。 根 据 定理 , 室 间 中 姚 定点 的 旋转 必 角 是 移 
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一 信 通 过 这 定点 的 轴 的 旋转 了 AtA T sI f BE IE 2 W 
体 不 变 的 动作 ， 我 们 只 要 求 出 所 有 的 通过 中 心 的 对 称 轴 就 行 
了 ， 每 一 个 对 称 铀 总 是 或 者 通过 多 面体 的 顶 角 ， 或 者 道 过 多 
”面体 的 面 的 中 心 ， 或 者 通过 多 面体 的 楼 的 中 点 ， 绕 每 一 个 z 
次 对 称 轴 可 以 作出 的 旋转 数 ， 除 不 动 外 ,是 (8 一 1) 个 ， 旋 转 
per EO, 2.3607... (n2) 3E (a — 1390. в 


实施 两 个 使 正 多 面体 不 变 的 动作 ， 结果 仍然 还 是 一 个 使 正 多 
面体 不 变 的 动作 , 因此 所 有 这 些 动作 的 集合 ,对 于 接连 实施 这 
运算 来 讲 , 是 封包 的 .和 正 多 迪 形 的 情形 相仿 : 这 些 动作 之 中 
有 一 个 是 不 动 ; 任何 一 个 不 变 正 名 面 体 的 动作 都 有 一 个 逆 动 
作 , 和 它 接 连 实施 结果 就 和 不 动 一 样 , 而 斤 动作 也 不 变 这 正 多 
面体 这样 我 们 就 得 到 了 正 多 面体 的 对 称 拜 . 

四) 我们 首先 来 考虑 正四 面体 (图 17)， 和 注意 正四 面体 
各 面 的 中 心 联 结 起 来 和 还 是 正四 面体 (图 17 22). 

从 正四 面体 的 任 一 顶点 向 它 的 底面 作答 直线 ， 这 个 垂直 
线 是 1 ЛЗ 次 对 称 轴 .因为 下 四 面体 有 4 个 顶点 ， 3 次 对 称 
轴 就 有 4 个 (图 17 h). 这些 对 称 轴 也 是 底面 的 对 称 轴 . 

我 们 把 正四 面体 中 证 有 公共 虚 的 楼 叫做 对 棱 、 连 接 3 对 
对 楼 的 中 点 ,我们 得到 了 3 个 2 次 对 称 轴 ( 图 17 Ж). 

总 起 米 看 , 使 正四 面体 不 变 的 动作 共有 

1--4.(3--1)-Ғ3.(2-1)--12 f, 

这 组 成 正四 面体 对 称 群 ， 可 以 考虑 这 些 动 作对 4 个 顶点 的 作 


G) жт, РНИИ ЛИЯ ІН Н> СА 
员 教 育 出 版 社 出 版 , 1966 年 第 1 版 , 1977 年 第 2 EK НІҢ), 第 90-91 页 . 
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ш. 
CO RPE Ж ЖЕТЕЛИ Ж (SEE sr ҒА). КЮ -PIEZII 
体 各 面 的 中 心 联 精 超 来 成 功 了 正八 面体 (图 18 22) ,正八 面体 
各 商 的 中 心 联 精 起 来 又 成 功 了 正 天 面体 (图 18 右 》 ,所 以 正八 
面体 不 必 另 外 再 考虑 . | 
АКУУ ЖАА, ш A, 和 它 的 对 顶点 ( 朗 不 在 同 
一 平面 上 的 ) ,如 届 , 就 得 到 了 1 个 3 次 的 对 称 辅 (图 19 2). 
GR: AG ЗАРАА BDE 和 Q HF НЕН ШАРЫН 
бау ЕВ ЕМСЕ, А 的 3 个 竺 AB,4D, AE 输 
换 ,同时 过 安 的 3 个 籁 QO,GF,GH bLA. RE RPE 


ҲО р 
<< |р Е 
18. 
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ГАЗ. 

通过 立方 体 每 对 对 面 的 中 心 ,可 得 到 1 个 4 кинон 
19), ХЕ, S АХЖ. 7 

BLIEIR Ppa PLS 14-2 ЖУН CE 
19215). ЖЖ, 18916 4 2 КН, 

总 起 来 看 ,使 立方 体 不 变 的 动作 共有 

1++4+(8—1)+8-(4—1)-+6+{(2—1›<—244]-, ` 

这 租 成 正六 (你 ) 面 体 对 称 群 . 

《AS 我们 最 后 来 考虑 正 十 二 面体 。 和 由 于 正 十 二 面体 省 而 
的 中 心 联 硅 超 来 成 功 了 正二 十 面体 (图 20 左 ) ,正二 十 面 体 各 
面 的 中 心 联 精 起 素 又 成 功 了 正 十 二 面体 (图 20 ЖЯ) ,所 以 正二 
十 面体 不 必 另 外 去 考虑 。 
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D DD 
NI ©з “у 
ИІ21, 

每 对 对 面 的 中 心 决定 1 个 5 RHR, MARA = 6 
个 5 次 对 称 课 (图 21 左 )， 

每 对 对 向 的 中 点 决定 1. 个 2 次 对 称 畏 ， 所 以 共有 阐 =15 
个 2 次 对 称 轴 (图 21 Ф), 

每 对 对 角 的 顶点 决定 1 个 3 КА, ЯЗ 20-10 
个 3 坎 对 称 轴 (图 21 ж). 

总 起 来 ,使 正 十 二 面体 不 变 的 动作 共有 

1+6. (S— 1) + 15 (8—1) +10 - (8—1)=60 4, 
这 租 成 正 十 二 (二 十 ) 面 体 对 称 群 。 这 个 群 的 构造 决 定 了 一 般 
五 次 方程 不 能 用 根 式 永 解 的 重要 定理 ( 阿 培 耳 , 徊 罗 华 ). 


5. Е. ИЙЕ 


(—) Жа. 

Н КИЕ ЕЛІНЕН ІШІНЕ». SERIE AP 
НЕЕ. APA ERR ЕН А ШОУ ЕЕЕ p ИІЛЕ АШ 
в. ЗВЕНИТ B. Ж ЕКИ СЕН ЖЯО, ЛЖ 
方向 以 及 大 小 由 一 向 量 (ШИ Ж k ТА Әз, ЕХ 
МТВ а, mna (а 是 整数 ) 是 所 有 的 平移 。 带 饰 单位 指 带 
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ПАУ TET NEREAREN. ЖОН АОН 
也 就 是 带 节 的 对 称 , 租 成 带 世 的 对 称 群 。 可 能 的 情形 有 以 下 
一 些 , 如 图 22. 

信 只 有 在 移 是 对 称 ， 

命 对 于 横 轴 的 反射 也 是 对 称 ， 

СР В GEETHA — E D 的 反射 是 对 称 ， 
因此 也 就 有 无 穷 多 个 帮 朝 也 是 反射 轴 , 距离 是 过 4 

ОЯ Фейт, а ИС а, 

加 上 面 各 种 对 称 都 具有 - 

-加 有 滑动 反射 ,滑动 的 距离 是 十 e, ВП 对 横 辆 作 反 射 后 又 


20245 
ë Ф 


Ф 
ИҢ 22. 


沿 横 畏 的 方向 作 半 的 平移 ， 

人 上 而 的 @@ 和 @ 都 有 具有. 

实际 上 ,对 于 带 饰 所 在 的 平 庙 还 串 引进 反射 的 对 称 , 粗 合 
成 群 的 可 能 共有 31 种 ,不 一 一 来 话 列 ， | 

我 们 通常 见 型 很 多 带 世 ,例如 在 花 带 上 ,在 花边 上 , 以 至 
Temat БЕ pi КЕМУІН). 图 23.24 就 是 带 季 的 一 些 例子 . 


ОУ» XXX 六 
чаза: 


ІҢ 23, 


вже x 


С) га йй, 

йө PA РЯ, 由 一 面世 单位 ( 朗 单 位 格子 ) ІЗГІ 
粗 不 相 平行 的 平移” {д m b Ga f m ЕО Ж. ТИІ 
Е-Е 3 ВУДУ ТЕ СЕП КЖ. ДЕ, БЕЯ) АН ІНІ ИЧ 
称 群 ， 除 去 平移 不 计 ,旋转 以 及 反射 都 使 单位 格子 不 变 , 因 此 
是 内 定点 的 旋 圭 ,这 种 可 能 性 是 有 限 的 。 

不 变 单 位 格子 的 动作 共 10 种 ， 
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DERA, 
© #& 360°: 


© p 360°- 
D: 360°. 
© #6 360°. 


OX- {ЕБ ЯСИ ИШЕ). 

DONDA. 

ODDA. 

осто. 

POMA. 
此 外 没有 共 他 可 能 性 《因为 如 果 nT, 1Е п ЈЕР 
半径 ; 及 = 三 也 不 可 能 ,因为 2n= 10 不 可 能 ) Ф, 

不 变 面 饰 的 动作 , 还 可 以 加 .上 : 

ОЕ 

加 请 动 反射 ， 即 对 一 直线 作 反 射 后 又 沿 这 条 直线 的 方向 
EEH. 

ШИЛТЕ MARRA 17 Жр. 

如 果 平 面 和 的 反射 也 在 考虑 之 中 , 那 就 有 SO #h, 


Ф 关于 不 变 单 位 格子 的 动作 ， 有 些 锥 交 将 里 讲 的 比索 群 网 二 和 如 有 一 本 
ШЕ, EERE i Spoisr) Ж, Шел» ре Theorie der Grappen 
von 8ndlicher Oránung)(1937 年 第 三 版 ), 第 78 百 和 a6 再 进 和 到 这 个 关 题 4 还 有 
-EEr P, K: PF Wey Ж, "е ам ЕутатавекуЖ19524 R), 101-102 
Rob uksa w BES. Hš SE c uk ЗЕ ер ЖАН RR МТЖ. жата” 
ір, 86-91 ЕНЕГЕ Е, БАН, 都 有 球 少 的 图 . 
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图 26. 

自然 界 中 ,雪花 (图 25 УА ПУ ЛЕ) #ni ОР 
26) 就 是 平面 中 的 对 称 的 例子 ， 至 于 人 类 制造 物 , 那 就 小 到 农 
ИТА Ста ЗИ 
栋 ) ,几乎 处 处 都 有 面 饰 。 我 国教 煌 壁画 的 边 饰 ,项 光 和 藻 间 ， 
都 有 极 丰 富 而 壮丽 的 对 称 。 古代 埃 及 的 闭 饰 物 ,也 是 极 丰 衫 
多 彩 的 。 图 27-29 是 一 些 面 饰 的 例子 .图 29 是 窗 格 . 

(=й. 

H BAL th, JL PTT ЖЕЛЕ H КЕТТІ ІІ 
在 而 的 对 称 可 以 能 是 极 精 巧 的 。 晶体 原子 在 不 衡 位 置 时 粗 成 
在 空间 中 一 个 有 规则 的 形体 ,就 是 空间 单位 格子 ,有 一 些 动作 
可 以 不 变 这 种 窒 冰 单位 格子 ,包括 不 在 一 平面 中 三 租 斑 移 以 
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Зият Т, ЕЕ А r kc Rut == ІН ІМ ЖЕ 
RERET. 唤 体 的 物理 性 据 和 方 访 有 关 , 它 的 对 称 性 除 由 
外 形 表现 之 外 ,更 多 地 由 它 的 内 在 的 物理 构造 表现 ， 

88 


单位 和 格子 的 对 称 , 郎 不 变 单位 粘 子 的 动作 ,有 : 

Ф 对 平面 的 反射 。 

© 使 中 心 不 变 的 动作 ‚АРД ТУНУН 89 ЖЕ Өй С ЕЕЕ 
和 角 是 360” 360° 360° ,360") ， 

2 8 4 6 

合生 相合 ,得 对 中 心 的 有 反射， 

空间 格子 的 对 称 ,部 不 变 空 间 格 子 的 动作 ,还 有 ， 

Ф ж, 

平移 和 平面 的 皮 射 相合 ,得 滑动 反射 。 

© 盏 移 和 旋转 相合 ,得 蝇 旋 运动 ， 

晶体 的 外 形 ,或 不 变 单位 格子 的 对 称 群 ,共有 32 种 。 dh 
体 在 宰 阳 中 沿 着 可 由 一 个 转动 相 联 系 的 方向 在 物理 性 里 上 是 
流 有 区 别 的 ,例如 光 在 晶体 中 沿 著 这 样 两 个 方向 传播 的 速 启 
是 相同 的 ,而 在 其 他 不 同方 向 的 传播 速度 一 般 却 是 不 同 的 ， 

晶体 的 内 部 构造 ,或 不 变 空间 格子 的 对 称 群 { 包 合 不 在 一 
平面 上 的 三 个 方向 的 平移 }, 共有 230 种 。 这 是 在 1885 年 
ЖАН ЕЕЕ (Е.С. Федоров) Эту. 

H 30 E. А Na С {Ж 
里 原子 排列 的 模型 ( 圆 点 代表 
DAF MARE жі трі 
31 £ — {К Si O, дЫ ЖШ 
таны (R| K з š ДИ 
T ABRAR): 图 32 是 
方解石 OaCOs 晶 体 里 原子 排列 
的 模型 ， 


= Шо 


在 前 面 ,不 葵 是 在 代数 对 称 中 痊 虑 过 的 不 使 一 个 代数 多 
项 式 变动 的 一 些 ( 文 补 的 ) 排 列 的 全 休 ,还 是 在 巨人 和 何 对 称 中 者 
错过 的 不 使 一 个 正和 多边 形 或 正 多 面体 变动 的 一 些 动 作 的 全 
Ж ,这 些 集 合 对 于 接 思 实施 两 个 排列 或 瑚 个 动作 的 运算 (以 - 
表示 ) 可 具有 这 样 的 性 改 ， 

СТАНЕ ВЕЖ А.В НОННА Ж 仍然 是 
集合 中 一 个 元 素 С СЕРНЕ), Вр 

А» В-С. 

(2) ЖАТ Жас 1 АЖ ТРЕ. 郎 对 于 集合 中 任 

ER 4 都 有 ， 
БЕЛ 


A. T = I+ AÀ- A. 
(ЗАФАТ А Ж и At MERA 
ж, Ё, 
А+ А1= 471.4 = 1. 
《44) 集 合 中 任意 三 个 元 案 A BO ЖАУЫ ОЙ. 
(АВ) - G= A. (БВ. O). 
(注意 , 储 合 中 任意 两 个 元 素 А,В TER Se PR TE BU; 
A- ВТЕ F B - A.) 
‚ 一 般 地 讨 , 如果 我 们 有 任意 一 些 元 素 的 集合 ,并 和 且 有 一 个 
运算 {用 来 代表 ) , 嘲 且 这 个 集合 中 的 元 素 对 于 这 个 运算 洋 
ЖӨЖ таас) СЗЭ СаО ЕН МАНЫ ХТЖ 
对 于 这 个 运算 和 粗 成 一 个 群 ， 
群 的 柳 念 是 近代 数学 中 最 重要 的 尊 念 之 一 , |. Па 提 到 的 
带 饰 , 面 节 和 晶体 的 可 能 性 都 可 以 用 群 的 理论 来 决定 。 它 不 
只 对 于 代数 学 各 几何 学 ,也 对 于 数学 分 析 以 至 于 埋 葵 物理 学 ， 
АБ 8648717 8. 
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